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Berekening van schijnbare specifieke geleidingsver-

mogens bij he' voorkomen van lagen van verschillende

1. Inlelding.

Bij schrijven nr 2-385 d.d. 9 Juni 1952 van de Dienst der Zulder-
zeewerken werd ons verzocht de berekening ult te voeren verbonden aan
d= oplossing van de potentiaalverzeliljking bij het voorkomen van lagen
van verschillende geleidbaarheild.

Het probleem is het volgende:

Op de bodem van het IJsselmeer worden 2 electroden aangebracht,
waardoor een bekende stroom wordt cestuurd. De bodem bestaat ult een
aantal lagen van verschillende geleidbaarheid, welkenr grensviakken
horizontaal gedacht kunnen worden. De diepten der grensvlakken en de
specifieke geleildingsvermogens der lagen bepalen het potentiaalver-
schil A L}D hetwelk zal optreden tussen 2 meetelectroden,; eveneens Op de
bodem aangebracht en wel zijn de afstanden tot de eerste electroden
en de meetelectroden en tussen de meetelectroden zelf allen gelljk.

Alle electroden ligegen op een rechte.

Dit rapport bevat allereerst de methode om dit potentiaalprobleem
op te lossen en wel in principe voor willekeurilg veel lagen.

Daarna zullen de numerieke resultaten voor de vier gevraagde pro-
fielen gegeven worden.

literatuur, betreffende dit onderwerp (0.a.):

(1.1) J.N. Hummel, Der schelnbare Spez ifische Widerstand.
7eitschrift fur Geophysik 5 Jahrg. 89 Nr 3/4.

(1.2) J.N. Hummel, Der scheinbare spezlfische Widerstand bel vier

planparallelen Schichten.
Zeitschriit fﬁr Geophysik., b Jahrg.

>. Oplossingsmethode in het geval van een puntvormige bron.

Denkt men zich op het grensvlak van 2 lagen een puntvormige bron.

De bron wordt als oorsprong van een rotatie-symmetrisch coordinaten-

stelsel genomen, zodanig, dat het grensvlak, waarin de bron zich be -
0 vormt. De andere coordinaten zljn r

{

vindt, het coordinatenvlak 2
en & . De potentiaal in de 1 ¢ laag z1] k{’ ja.a(rﬂ,,.,.,;z;) ,het specifieke ge-
leidingsvermogen o/i en de z-coordinaat van het grensvlak met de

(1+1)° laag zij z = 2z, .
De vergelljking, waar elke ~i(::‘*_.,z) aan moet voldoen, 18
f Vv o+ = (2.1)
Lprr+?" (‘)Dr'}"‘fzz 0 o ) _

;
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met de voorwaarden., indien R = \/ ; is*gesteld:
P (r,z)~ 1/R als R—O0, (2.2)
\{)(r;z) —> 0 als R—oo, (2.3)
en op het 1 grensviak
— W I
i(r,zi = Ei+1(rﬁzi) (2 .4)
G/ B[fji(r”zi) _ bL{:’jﬁ_—i—"!(P‘ﬂ'zi) (2 5)
1 DZ - i‘}"ll \D 7 )

De vergelijgkingen (2.4) en (2.5) moeten voldaan worden voor elke

waarde van r.

1 en JO(ﬁ r)e Z} WaarbiJ A een

Z0als bekend zign = JO(A r)e;xz

wlllekeurige parameter 1s, oplossingen van (2.1).
Men probere met behulp van deze oplossingen van (2.1) de potentiaal-

functie ¥ . (r,z) te schrijven als:
i‘ o

ﬁpi(rjz)m /Jo(ﬁ r) { f’z (A)e) ‘4 f:l" (k)ema Z} an 1274 1, (2.6
’ U
- en -
A - -4 n
0y (r,z)= - J J (A r){f;(ﬁ)e 2407 (d)e Z} ad, 1 = 1. (2.7)
Verder kan men nog gebru1kmaken van de volgende formules

1 = -7 dan 1is JR---: JJO(AP)eBZdA_a . (2~8)
1 = +1 dan 1is %-m j:JO(}ﬁr)gm;\Z dA : (2.9)

De f \ en f A) z1lJn functilies vanﬁ.j niet van r en z. Men kan dezd

functleu in pr1n01pe vinden op de volgende wijze:

3 Ly c:) d & Q £
Twee der lagen, bljv. de n~  en mpj moeten zich tot in het oneindige

uitstrekken Z1ij n> 0, en dus m {0 ,dan geldt in verband met de eis
(2.3) f (A)“o en f ( ) = 0.

De voorwaarden (2 4) en (2.5) geven dan het middel om £, (X) en f£(>0
ult te drukken in de f (A) en f () , dus in de f (>)¢ Uiteindelijk:

houdtT men dan een vergellelnb,overg met behulp waarvam ae f (h) als

S/

functie van;\ , di en z. 18 te vinden.

Deze metThode gaat dus op bij elk aantal lagen. Daarbilij worden de

ultarukkingen steeds ingewikkelder.

1}

5. Het gevraagde probleem (5 lagen
Aanwezlig zljn vijf lagen, van bovenaf gezien water, klei, zand, rots

enn ander gesteente. De lucht boven het water heeft een specifieke weer-
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stand gelijk aan oneindig. Op een rechte 1lijn 1in het grensvlak water,
kKlel, zijn 4 electroden met onderlinge afstand a aangebracnt, de tTwee
binnenste zijn meceteclectroden. Door de twee builtenste wordt een
stroom ter sterkte I gestuurd.

i\sﬁ z1] het veroorzaakte potentilaal-

lucht S )
vater N g verschil tussen de meetelectroden.
L
Kledi Fom T e T Kiecst men een der stroomelec troden
di
g T T TT ot als oorsprong van het coordinaten-

Zan p

SRS stelsel (r,z,8 ) (zie vorige 5),
rots O/H

U ' — e e — - ) d an E:i)e ]*d t
a.gest. 0%

-

A(f? = 2 ;: 591(8.;0)*(1&1(28~ﬂ0ﬂ (5*1)

—

Duidelijk is dat de stroomsterkte I en de sterkte van de punt-
vormige bron evenredlg zijn. Het verband tussen het schignbe:r2 Spe-
cifieke eleidlingsvermogen G/a en potentiaal en stroomsterkte 18
volgens Hummel zie (1.1) pag. 92

/o, =2 a S - (3.2)

Aangezien tot nu toe gerekend 1is met een bron van cenheldssterkte,
. , ,
dient nog de bijbehorende stroomsterkte 1 bepaald te worden. OSplltTs

die stroomsterkten in twee delen

- = 3.3
T = I, + I (3.3)
1 en 2 hebben betrekking op de betreffende laag.

3la om de bron een bol met straal £ ., zljn nu W, en ws de respec-
tievelijke stroomdichtheden op die bol in de tTwee lagen, dan gelden

e R L R a0
=2 & wymet wy = - 04 5 =777
> - Y T2
I2m 2 T £ W2 me T W2 = - > YR = —Z—g'
AdUS T = 217 ( d"‘"’1 +d,) .

L

En hieruit volgt weer in verband met (3.2)

e =@, = 2_,__4_‘% , (%3.3)
Ua . CJ,|+ .

De uitdrukking voor LF’I (r,z) 1s volgens é 2 nu te vinden:

Stels o e O (5.4)
1 T3
*Cff:
£, = 1 - —* (3.5)

1 q"‘]'_



dan 1s R \
_ S |/
qu(aJo)_ {JO(>\a) N%X%-d;§ (3.0)
>,
waarin
2 Az
S(A): S|(1+ QA 21)§828384 -+ SESBtuewg;qzu+'82tBSue 5+
+ T~S8.,8 6“2;\22+-S t.T emg;x(24“ZW)+ t~8-,T e~2A(z4*22)
2”3 D V3 VL 27374
“EA(Z -7 ) ~2A(Z Z —T7Z )
) 5 T2 ) y =3
+ t2t354 2 - t2t3t4 S
=t "2;324. “2}21 D)
N(A): 81828384 + t15255t4 S + t182t584 S “+t{%§5sma 2
20z o, h-—2/\(zu-—z_.) o 22X (z)-2,)
~t1828584 S T 8.8, ) C TS oSzl ©
-J?A(z -Z. ) PAzo-2,)
. e S 5 27 _
w@19253t4 S + sqt2t3sq S
2Mzo-2z,) 2A(z2,-2. )
. 5 ﬂ 2 7
~8152t364 e w81t26354 e A +-
-43A(Zu*zw+w,) -2 (24"2?"3 )
e 57720 L bt . o
%bWCELBLA O “qu2t5t4 (=
-2 A (Z)‘"“ZE“Z/[) “2A {Z%"E‘z“fﬂ,i )
“t1t283t4 - — tltg%ﬁqﬁ’ i -
—2 A (2 ~2 %252, )
e 5 2
“Sqt2t3t4 3

4, Het verband met de spilegelingsmethode.

Beziet men thans de integrand (3.0) nader, dan zlet men voor grote

waarden van A is %%%%-m'ﬂ en dus convergeert de integraal op het karak-

ter van JO(A ).

Gebruikmakend van de formules (2.9) krijgt men echter een interes-

sant resultaat.,

Ontwikkel namelil jk %%%%-naar afdalende machten van e-machten van ,

dan kKriJgt men na enlg rekenen:

frla)=g + 2 e B
61 81 5# L +424 GM S] 55 v52+422

5
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> J .t t. t > t_ ¢
n 2 "2 "3 74 n 3 74 N

JEERRCAFE S auinda

OMSWSQSBSMVa +4(ZM~ZB+Z2) )

e
S g, a“+4 -7 =7
1 b,lSB")”_\/s (Zl.]. ZB 1

2 T, T 2 T4 T

/-‘ 2 e e e -.?.7 -»_Q.W-___,,W..m..m..m,m,...,...,..,..................,._...2—-]
quQSAVa +4(Zu"22“21) S, 8,85)/a +4(23—22~21)

R T R e 4P ey .
gy U ERW g

c I

2Nz, -z,-2, ) 20 (z
™20 "% 5

”2/\Lzl¥"? +Z

) 52072

~sqt2t3t4 =
ITnteressant is nu, dat de eerste termen 1in het rechterlid van (4.1)

termen van die reeksontwikkeling zijn, welke men verkriljgt door het

spiegelingsprincipe toe te passen. Men heeft hier dus een zeker aantal

termen van die reeksontwikkeling medegenomen en voor de rest een inte-

graaluitdrukking gevonden. De integrand van deze integraal gaat exponen-

!
|
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Cleel naar nul als )\ naar oneindig gaat.

5. Het vierlagenprobleem.,

De %91(a) is direct af te leiden uit (4.7) door<5ﬁ = <75 te stel-
len, dus t4 = 0 en S 2.
> g ¢ > ¢ ¢
— | p——— P pos
s la +Urz1 g, 8,858 +hz2 015153Ma +423
2 ¢ ' > % > t .t

HWP.“,.“H".HW- mhrth'hr'*"-“-. ]

82\[;. +4(z,‘-—-22) S5|/@ +4(51-z5) S 18,832 +4(z,]+22--25)

O
T, (A) N, (A)
1 (A L
i} T (Aa) dh, o (#.2)
813285 J 518285+N12R5 O
waarin
2 Az -7 -2AZ g “2)NZ
1 _ { Jo D g 3
ET,I( )--8283@ +-EJ-;’-I-JC2 83@ ‘|"'-6-:l,:.-82 tBG‘
2}(21-22) 12>(21~z3) EA(21+22—25)
+ 81t283 = + 5152t3 & + t2t3 & S
en
;\ 2A21 2%22 2A23 2A(zqmz
1&1( ) = ti18,85 € +t1t283 : +tis s e - 8,t5358
2A(Zq“23) EEA(zg—ZB) EA(21+22w23)
-5152t5 S + s,ltgt5 S —~ t1t2t3 e

6. Numerieke resultaten.
Overeenkomstig het bovengenoemd schrijven werden de volgende pro-

f'ielen berekend:

Profiel I. H.Haven (rood) H=Harderwijk.
van O - 2 m 12.5 (L m.
2 - 10 m L 3 2 m, FElectroden op zeebodem,
10 - 214 m 248,00 O m, dus 2 m. diep.
214 - OO m L 6 ()m,
Profiecl II. H. meer (blauw)
van 0O - 5 m 12,5 Q. m
3 - 7 m 4L 2 (O m. Electroden op zeebodem,
7 - 200 m 14.5 om dus 3% m. diep.
200 - & m L,6 o m



Profiel IIL. Kom 1. zwart)
van O - 6 m 11,50 n
6 - 1% m 2.4 Oom, Electroden op zeebodem,
13 - 38 m 14,5 {m., dus 6 m. diep.
38 - 300 m 3,4 2 m
500 - o0 m 0,9 {2m
Profiiel IV. Kom 2 (zwart)
van 0 - 6 m 11,5 {lm
6 - 13 m 2.4 O m. Electroden op zeebodem,
13 - 38 m 14,5 0O m, dus 6 m. diep.
38 - 300 m 3.4 Oom, (6 m = 6 m. onder gem.peil
300 - <« m 40,0 nD.m. IJsselmeer).

De resultaten der berekeningen zljn weergegeven 1in de volgende
tabel, met behulp wearvan de bijbehorende grafiek 1s gefekend.

TABEL T
a Profie_. 1T IT ITT TV
25 16.0°7 10.77 5,848 5,850
40 6.77 6.78
50 30,14 12,78 6.923 6.942
80 13,473 6 .45
100 5% .11 13,46 5.698 5.845
120 13,28
150 5.30
200 81 .40 11 .99 3,75 5.354
500 91 .8
400 90 .5

500 32 . 4 6.95 2.1 .29
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